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Partim d'una funcié mesurable

f:

(X, )
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Partim d'una funcié mesurable

f : (Xa ,LL) — C
T
i considerem el seu modul

f1:

(Xa ,Ll,) — R*
i

— [f(@)].

Dibuixem-lo:
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Per cada nivell s > 0, definim

Ni(s) = (o € X5 |f] > s
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s

 phrexilgle

reX: 131>s

n

1311

Er «E>» =

Ni(s)=pu({z € X :[f] > s}).
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Amb aix0d, fem la segiient construcci6:
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Amb aix0d, fem la segiient construcci6:
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e Funcié decreixent en (0, 00), que denotem per f;
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Xs2)

Ms:vru\\
e Funcié decreixent en (0, 00), que denotem per f;
e Equidistribuida amb f:

{t>0: fi(t) > s} = p{e € X :|f] > s},
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e Funcié decreixent en (0, 00), que denotem per f;
e Equidistribuida amb f:

{t>0: fi(t) > s} = p{e € X :|f] > s},

o [y Ifldu=[" fri(t)dt.
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Oblidem-nos d’espais de mesura estranys...

A partir d'ara, el nostre espai de mesura sera R™ amb la mesura de
Lebesgue, i considerarem funcions

f: ®*,m) — C



Farem servir espais LP, 1 < p < o0,

o= ([ 1spa)”
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Farem servir espais LP, 1 < p < o0,

o= ([ seras)” = ([ rera)”,
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Farem servir espais LP, 1 < p < o0,

o= ([ 1spa)”

i I'espai proper a L!

|mth:A 0

_ ( /0 - f*(t)”dt) w

dt

«O> «4F»r «=)»

«E)»

DA



Farem servir espais L?, 1 < p < o

/p
i1 = ([ 16@) |pdw) ([ rera)”
i I'espai proper a L!

I fllziogr = /0 f*(t)(l +1log™ %)dt

«O>» «4F»r «
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Untitled-2

| fllz10g L :/0 @) (1 +1log™ %) dt
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Preliminars

Operadors

Donada una aplicacié lineal
T.-EF—F

entre dos espais vectorials (quasi)normats F, F', direm que és un
operador acotat si existeix una constant C' > 0 tal que

ITfllr <Clfle, VfeE.

Anomenarem a C' la constant d’acotacid.



Si tenim % + I% =1, aleshores

Jors (L) ()"
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SI tenim l +

1

pl

1, aleshores

/Efgs (/Efp)l/p (/Egp’y/p,.

1 » , ) )
| | I I |
I | I I |
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Finalment, si existeix una constant C' > 0 tal que x < Cy, escriurem
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Finalment, si existeix una constant C' > 0 tal que x < Cy, escriurem

| si tenim z <y iy <z, escriurem

x

~
~

Y.
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acotat

Suposem que tenim dues families d’espais { X}, {Y¥a}A, un operador
T: X, — Y)\,

per tot A € A,
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|dea general

Suposem que tenim dues families d'espais {X}x, {Y}x, un operador
acotat
T:X\x—Y,, pertotecA,

i coneixem com es comporta la constant d'acotacié C'\ quan
A= AeA\A
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|dea general

Suposem que tenim dues families d'espais {X}x, {Y}x, un operador
acotat
T:X\x—Y,, pertotecA,

i coneixem com es comporta la constant d'acotacié Cx quan
A= AEA\A
Direm que tenim un resultat d’extrapolacié de Yano si d’aqui deduim
que existeixen espais X5 i Y5 que no estaven a les families de partida i de
manera que

T: XS\ — YX

esta acotat.



Tenim un operador acotat

per tot p € (1,pp)-

T:LP — L?

«O»r «Fr o«
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Tenim un operador acotat

per tot p € (1,pp)-

La constant d'acotacié C), es comporta com

T:LP — L?

1

pTlapropdepzl.

«O>» «4F»r «

N
it

DA



Prenem una funcié f de L' acotada per 1 (|| f|loc < 1).
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it>0:

[ s

Prenem una funcié f de L' acotada per 1 (|| f|loc < 1). Fixem p € (1,po)
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it>0:

Prenem una funcié f de L' acotada per 1 (|| f|loc < 1). Fixem p € (1,po)

t
/o (Tf)*(s)ds < |Tf]|,t"/"
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it>0:

Prenem una funcié f de L' acotada per 1 (|| f|loc < 1). Fixem p € (1,po)

t
/o (Tf)*(s)ds < |Tf]|,t"/"

1/p’
< t

S E”f”p
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Prenem una funcié f de L' acotada per 1 (|| f|loc < 1). Fixem p € (1,po)

t
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Estimacid |

Prenem una funcié f de L' acotada per 1 (|| f|loc < 1). Fixem p € (1,po)
it>0:

/v’ i/

t
[ @p s < T S Sl < S I

Reescrivim fent servir (1/p' =1 —1/p):

L 1 (7
[an <s>dsstp_1(t) 7
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Estimacid |

Prenem una funcié f de L' acotada per 1 (|| f|loc < 1). Fixem p € (1,po)
it>0:

/v’ i/ L
— IfI"".

Nl <

/ t(Tf)*(S)ds < | TflIpt"" <
0

Reescrivim fent servir (1/p' =1 —1/p):

' 1 <f||1>1/p
Tf) (s)ds <t ,
[aneasset (Y
i prenem infim en p € (1,pg):

/t(Tf)*(s)dsgt inf 1<|f||1>1/p

0 1<p<pop—1 t
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Estimacid |

Prenem una funcié f de L' acotada per 1 (|| f|loc < 1). Fixem p € (1,po)
it>0:

/v’ i/ L
— IfI"".

Nl <

/ t(Tf)*(S)ds < | TflIpt"" <
0

Reescrivim fent servir (1/p' =1 —1/p):

/ () (s S 1L (f”l)w,

0 p—1 t

i prenem infim en p € (1,pg):

o . 1 (" £ Lt
[roresse e o (M) s e (M) (1o )




Simplificant, hem arribat a

/ (TF)*(s)ds < || £l (1 + log™ 1) (1+1°g ||f||1)

«O>» «Fr «E>» «E>»
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Estimacid |

Simplificant, hem arribat a

t
[ @@ <1 ogt o (14105 o)
0 1111
Passant els termes amb ¢ a una banda i prenent suprem en ¢ > 0, tenim:

h (11" ;)
Tf|lg :=su 07< 1+ log™
Il = sp 2EE 5 Sl (1-+ 1o



Tenim una estimaci6 per tota funcié amb || f|leo <1

< 1
ITf1x < I1£] (1+ " T )
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segiient manera:

Si ara agafem una funcié de L' qualsevol, la podem descompondre de la
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segiient manera:

Si ara agafem una funcié de L' qualsevol, la podem descompondre de la

n=1

f=TIxgn<n + Z IX{an-1<|p|<2n)
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segiient manera:

Si ara agafem una funcié de L' qualsevol, la podem descompondre de la

f=TIxgn<n + Z IX{an-1<|p|<2n)

n=1
=fot+ Y fn
n=1
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segiient manera:

f=TIxgn<n + Z IX{an-1<|p|<2n)

n=1
=fot+ Y fn
n=1

o
n
= fo+ 7?:1 2n2—n,
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Estimacidé Il

Si ara agafem una funcié de L' qualsevol, la podem descompondre de la
segiient manera:

F=Ixqs<ny + D Fxpn-r<pi<om

n=1
oo
n=1
— on )
Jn
:[0+22n§a
n=1
i tenim que
In
[ follo <1, ‘2” <1
oo




Apliquem T i prenem normes

ITfllr < ITfollr+ Z 2"

(3,
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Apliquem T i prenem normes

oo
ITfllr < | Tfollr+)_2"

< Il (1+1og = ) >

fn
g (2—n) HR

1
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Estimacidé Il

Apliquem T i prenem normes:

ITflle < |ITfollr+)_ 2"
n=1

(),

5||fo||1(1+10g 0 ||> > |

n=1

TL

1+log™

‘@
2"1

<11 (14 g 7 ) ¢ ZQ” S (1“0g+wlnl>>
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Estimacidé Il

Apliquem T i prenem normes:

o
ITflr < ITfollr+)_ 2"
n=1

(3,

<ol (mog — )+Z

1
In

on

1+log™
1 |

1

1
S”f”l(”l‘)g |f||> > ) <1“°g+xf<2'~l>>

n=1



e}

>

n=1

2"\ (2771 (1 +1log™ ﬁ) < /000 Af(s) <1 + log™ m) d
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e}

o2 (

n=1

1
1+log™ —)
)\f(Qn—l)

N

Q

/0 T (1 +log*t %) ds

/°° () (1 +log* 1) ds.
0 s

«Or «Fr «Zr =)

Do



Per tant, arribem a qué, per una funcié qualsevol de L'

ITflr < 1 £ (1 oyt ) + T rs) (1 T log* 1) d

«O0>» 4F>» «=)r « =)
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Estimacidé Il

Per tant, arribem a qué, per una funcié qualsevol de L',

ITflz < 1I£IL (1 +1log™ T ) +/OOO £ (s) (1 +log™ i) ds.

Si substituim f per af:

1 . 1
AITS 1 S Al <1+10g+ CM) waf 1w <1“°g+ > o
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Estimacidé Il

Per tant, arribem a qué, per una funcié qualsevol de L',
& 1
5l % 17l (141080 )+ [ (110w L) .
0
Si substituim f per af:

L1 . +1
AITF IR < Al (Hlog a”f”) * A/O NS <1+1°g > o
| fent tendir @ — oo:

ITfllr < Ifll+[[flz1osz S 112 10g L-



YANO:

1
Tl — et -m9 = T:Llogl — R,

<O «Fr «=)»
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YANO:

T:IP — [P CttpT]_:>T;LlogL—>R,

T:-IP — [P ctt —— —

A= N =

Q>



YANO:

1
T:LP—>L1’cttpTl=>T:LlogL—>R,
ANTONOV:

T:LP —s [P ctt —— = T : Llog Llogloglog L — R,
e

«O> «4F»r «=)»
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Partim d'una funcié f € L'[0, 1] senyal

f:[0,1] — C

«O»r «Fr o«
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Partim d'una funcié f € L'[0, 1] senyal

f:[0,1] — C

| construim els anomenats coeficients de Fourier

{F(R)}rez-

«O> «4F»r «=)»
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Séries de Fourier

Partim d'una funcié f € L'[0, 1] senyal
f:0,1] —C
| construim els anomenats coeficients de Fourier
{f(k)}rez.

En transmetem uns quants {f(k)}.__, i el receptor construeix la suma
parcial de la série de Fourier

N
Snf(@)= Y f(kax(@).
k=—N
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Séries de Fourier

Pregunta: Si suposem que N és prou gran, som a prop de recuperar el
senyal original f a partir de la seva suma parcial de Fourier??

F(@) = Sf(x) =l Sy f(x) gpt. v € [0.1] 72



LOO

N

.crr

(p>1) =

C Llog Llogloglog L C Llog L C L'
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Teorema de Carleson (M. Fields)

2
L>*C...CL Q---QLI(’p>1)§

Llog Llogloglog L C Llog L C L*
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Teorema de Hunt

[*c...CcL?’C..-CL

Llog Llogloglog L C Llog L C L*
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Contraexemple de Kolmogorov a L!

&) 2 P
L*C...CL g...gL(p>1)

C C c !
C Llog Llogloglog L C LlogL C L

NO

«O> «4F»r «=)»
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Teorema d’Antonov
L~c...cr?

LCc L

(r>1)

C Llog Llogloglog L C Llog L C L1

NO

«O>» «Fr «E>» «E>»
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Com es fa? Resulta que si es defineix |'operador maximal de Carleson per

S.f(x) = sup |Sn f ()],
N

«O>» «4F»r «
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Estratégia

Com es fa? Resulta que si es defineix |'operador maximal de Carleson per
Suf(x) = Sup SN f(2)],

és facil provar que

Sy:E—> R<=Pertota fe E, Sf(z)= f(x)g.p-t.



- La prova de Carleson és, basicament, que S, esta acotat a L2.
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- La prova de Carleson és, basicament, que S, esta acotat a L2.

- Hunt prova que, de fet, S, estd acotat a L? per tot p > 1.
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Estratégia

- La prova de Carleson és, basicament, que S, esta acotat a L2.
- Hunt prova que, de fet, S, estd acotat a L? per tot p > 1.
- Antonov demostra que

S, : LP —s [P

amb constant p%l, i que amb aixd en té prou per assegurar |'acotacié (i

per tant, convergéncia g.p.t de les séries de Fourier) a I'espai

Llog Llogloglog L.



a suma, fer

- El punt clau de la prova d'Antonov és, a I'hora de trencar la funcié com

f= fo{22'°_1<|f|§22’“}'
k

a
it

v
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Comentaris

- El punt clau de la prova d'Antonov és, a I'hora de trencar la funcié com

a suma, fer
=2 Pt cycamy
k

- Si es fa de manera diadica habitual, s'arriba a Llog Lloglog L, perd si

. | 2k ,. .
es vol posar un nivell més (22 ) NO s’arriba als 4 logaritmes.
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Comentaris

- El punt clau de la prova d'Antonov és, a I'hora de trencar la funcié com

a suma, fer
=2 Pt cycamy
k

- Si es fa de manera diadica habitual, s'arriba a Llog Lloglog L, perd si

. | 2k ,. .
es vol posar un nivell més (22 ) NO s’arriba als 4 logaritmes.

- A més, a Antonov apareixen problemes per tractar amb quasi-normes.



dificilment s'hi arribi extrapolant.

- Es conjectura que hi haura convergéncia g.p.t. a Llog L, pero

«O>» «4F»r «
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Comentaris

- Es conjectura que hi haura convergéncia g.p.t. a Llog L, pero
dificilment s'hi arribi extrapolant.

- La teoria d’extrapolacié té moltes més aplicacions més enlla de la
convergéncia de les séries de Fourier (Operadors classics, Teoria
Ergodica, etc).
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Comentaris

- Es conjectura que hi haura convergéncia g.p.t. a Llog L, pero
dificilment s'hi arribi extrapolant.

- La teoria d’extrapolacié té moltes més aplicacions més enlla de la
convergéncia de les séries de Fourier (Operadors classics, Teoria
Ergodica, etc).

- A part de Yano i Antonov, hi ha més resultats en el context d’espais L
a prop de p = 1.



DOnﬁni'

Rang

|
LP(u) | LP(v) |

Domini final

L(og L)™ (1)

A= N =

Q>



Domini |

Rang | Domini final
Lp(,“) ‘ Lp(y) L(IOg L)m(u)
Lp (IJ’) LP,OO (V) L(IOg L)m 10g3 L(’u)

«Or «Fr «=»
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Resum de resultats prop de p =1 amb ctt (p — 1)~

Domini ‘ Rang ‘ Domini final
LP(p) | LP(v) L(log L)™ ()
L7(u) | LP(v) |  L{log )™ logs L(x)

Lr(p) | LP=(v) | [L(log L)™' logg L(u)]
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Resum de resultats prop de p =1 amb ctt (p —

Domini ‘ Rang ‘ Domini final
LP(p) | LP(v) L(log L)™ ()
L7(u) | LP(v) |  L{log )™ logs L(x)

LPo () | L (v) [L(log L)™~logs L()h
LP(p) | LP9(v) L(log L)™ (logs L) ¥ (1)

-
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Resum de resultats prop de p =1 amb ctt (p — 1)~

Domini Rang Domini final

LP(p) | LP(v) L(log L)™ ()

Do) | LP(v) | L(logL)™ logs L()
12(0) | oo(v) | [L(log L) logs L)y
L) | L) | Lllog L) (log; L)7 (1)
Lra(u) | Lra(w) | [L(log L)™+ (log L)

()]



...i una altra Teoria d'Extrapolacié, anomenada de Rubio de Francia, que
queda pendent per la proximal!
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=)

Jean-Baptiste Joseph Fourier

Gricies per fa

Vosira atericiol!
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